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1, Inlaldiﬁg ¢

lel, In deze voordraoht sullen wij het gebruik vem de waawschijnlijk-—
heiderekening in de mathematische statistiek aan enkele elemen-
talire voorbeelden toelichten. “Wii hebben deze voorbeelden gekozen
uit de meest voorkomende statistische methoden met de bedoeling

een illustratie te geven van de methodologie van de mathematische
statistiek.

71J zullen de waarschijnlijkheidsrekening beschouwen als een

axiomatisch epgezet deel der zuivere wiskunde, met het begrip

SRR A gl AT

1 inlijkheid" _als abstract

rondbegrip; de axiomas stellen

Je mathematische statistiek beschouwen wij eveneens als een onder-
deel der zuivere wiskunde, dat echiter in hoge mate gericht is op
de toepassing der theorie op diverse ervaringswetenschappen.

Dege toevassing komt bij een gegeven experiment of onderzoek
op de volgende wijze tot stand:

A. Men kiest een mathenatisch model, dat zo goed mogelijk bij
het exneriment of onderzoek aansluit en tevens niet zo ingewik-—

keld is, dat het mathematisch niet meer te beheersen is.

B. In dit model past men de theorie der waarschijnlijkheidsw
rekening en mathematische statistiek toe.

Ce verkregen wiskundige resultaten worden in conclusies of
voorspellingen vertaszld met behulp van het principe, dat met het
optreden van een uitkomst met zeer geringe waarschijnlijkheid bij

het verrichten van één enkel exmeriment geen rekening gehoudsn
VO T . .

“1j hopen deze punten door middel van de voorbeelden nader toe
te lichten.

met evenveel recht de statistiek als een tgk ¥an toe—
gepaste wiskunde beschouwen. Daar wij echter hoofdzakelijk aan
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het zuiver mathematische gedeclte (punt B) aandacht willen beste-
w1l] voor het moment eacn scheiding tussen dit ge-

cxneriment of onderzoek wordt, ter be-

werking vian de gevonden resultaten, een mathematisch model geko-
Bij deze keuze tracht men stends met twee eisen zo goed

gelijk rexening te houden: enerzijds moet het model een zo ge-

moselijk beeld zijn van het werkelijke exneriment, ander-

z1jds zal men trachten het zo eenvoudig te maken, dat hit mathe-

matisch bechecerst kan wordoen.

Ter wille van ecn grotere aanschouwglijkheid kiest men als

model vank een gelukssrel, zoals het wernen met een munt of dob-
belsteen, het trekken van ballen uit een vass of een ander soort
loterij. "ierdoor wordt wel ecns de indruk gewekt, alsof statis-~
ticl zich snmeciail met deze "goksnelletijes" zouden onhouden. Men
zlet echter zelden een statisticus ballen uit een vaas trekken.
Daar de waarde van een aangschouwelijke voorstelling niet te onder-

schatten is, zullen wij ook hier van een dergelijk model gebruik
maken,

kan men dan, strikt genomen, niet van een zuiver mathe-
matisch model spreken. In ecnvoudige gevallen, zoals de hier te
besnreken methoden, schuilt er in het gebrulk van een dergelijk

anschouwelijk model welnig gevaar voor verlies van mathematische
strengheid en precisie.

Het model, wamrover wij zullen sonreken is het wermen met &dn
of twee (in het algemeen "onzuivere") munten, waarbij wordt onder—

steld, dat het resultaat van iedere worp onafhankelijk is van het

bij vroegere worpen verkregene. Dit model wordt verderom nog ge-
nyreciseerd.

Als voorbeeld van onderzoekingen, waarbij dit model vaak wordt
gebruikt, noecmen wij:

1. De bestudering van de verhouding -van_bet aantal Jongeng=~ cn-
moksjssgeboorten. .

2« De bestudering van de kwaliteit van een massaproduct, indien
deze kwaliteit kan worden ultgedrukt als het nercentage ondeugde-—
lijke exemmlaren in een afgeleverde partij.

3 o

bestudering van het percentage verzekerden van een gege-—

gorile, die voor een benaalde leeftiid overlijden.



aA7, 111 hoeverre het gorvchtvaardigd is bij deze en an-

problemen het gunoemde model t. gebruiken, zullen wij niet

het gedinsg brengen,

n1inlijvheid of kans kunnen wij opvatten als

ond w%w B W

ogon (o7, zo mon 2il, 2en mathematische idea-
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quentiequotient

cen matheratisch anal

lisering) van het besrrin frequ.ntiequetidnt. Hot £

ven met een munt is

van het kenmerk "kruis™ (K) bij c2en seric worm

hed aantal malen, dat ¥ ontrec-dt,

wornen. Sen dergelijl frequenticquotidnt kan worden ongevat als

een meting (of zo men wil: schatting) van de waarschijnlijkheid

van het kenmerk K bij het vermen van deze munt, waarbi) dan deze

wanrschijnlijkheid cen abstraecte mathematische grootheid binnen

net mathematisch model is (verzeliijk het begrin "lengte" van cen
gtaaf).

Heeft men cen eindige verzameling

van I' ¢lementen, die ieder

3
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~ meer van de kxenmerken A, R, C enz. dragen, dan is het
Trequentieguotiént van A (en analoog van B, C enz.) gedelinliecerd

2ls het anntal elementen, n(A), dat het kenmerk A draagt, gedeeld
docor het totale amntal elementen, .
Notatie:

(1) Fﬁ;(A):: 245) :

net voorwanrdelijk freoguentiequotiiint van B onder de voorwaard

el kenmerk A als

per definitie het aantal clementen, dat zow
Kenmerk B bezit, gedeeld door n(A): notatie:

BBapnen, die ogenblikkelijk uit hun definitie volgens wij noemen
cr slcechts enkeles



s 1 voor iedere A.

niet voorkomt.

ment van _}\ kenmerk A
bezit.

als ieder elco

1as van do wanrschijnlijkheidsrekening zlln nu gekozen

naar analogie van deze cigenschapren van Ifrequentiequotiénten.

21t 18, gezien de wijze van invoo ring van het begrip wasarschiin-
l ij h @ i . » @ @, n V @ H r -- - -

ligmende gang van zaken, waarvan men
goede resultaten mag verwachten. G;.wmn w1l de waarschijnlijkheid
van het optreden van oun
2an moet P{“%

Kenmerit A, binnen een gegeven model,

delijke wncrschijnlijkheid van B onder de
» het optreden van de kenmerken A en B met

A A "* en het Optreﬁen van minstens %én der kenmcerken A of B met
Av B, dan gclden do volgonde

(6) 0 PLAJ £ 1

axXiomnas:

voOor icdere A.

(ogtalr@ggé)

(vermenigvuldisingsregel)
terwijl veorts naar analogic van (4) en (5) de onmogeliijkheid
van het optreden van A per definitie aangegeven wordt door

(9) PrA]

en de zeckerheid wvan het optreden van A door

JE. - AN

De axiomas (6), (7) en (8) volgen, indien men "P" door "fq*
18T, direct uit de definitie wvan frequentiequotient.

Zen laatste axioma, dat cen genceralisitie van do optelregel
VoOr ecn oneidniZ aantal blkanr uitsludtende kenmerken inhoudt,
laten W1l] buiten beschouws ng, daar wij het niet nodig zullen
hebben. V¥'ij benerken ons nl. tot het geval van een gindig aantal
“emmerken. Indien men dit nict doet geven (9) en (10) ook niet
Heer precies onmogelijkheid en zekerheid aan: blj een eindig

Kemmerken is dit wel het
Indien de ker

Vil 1 »

merken A en B elkaar uitsluiten, d.w.z. indien
gezamelijk optreden >nmogelijk is, is volgens (9): P [AAB]m

nun
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(14) P IAT = PLAJ

e
is, indien tenminste P{B.%0 is.
je het mathematische analoson van de reeds in 1.2 voor het model

Dome: onathankelijkheidsderinitic

van het wornen mot con munt met de woorden "dat het ro sulta~t
van icdere worp onafhankeliik is veon het bi] vrocegere wornen
onafhank<liikhead

verkrogen resultant" aangoeduide ciscenschap. De
der wornen batakeont in d°t seval, &t de kuns op ¥ruls bij ledere

worp dezellide ise

4. Nertaling van cen uitlomst.

Het is van belang ons af te vragen, wat een ultkomst van de

(15) PlKkl=p

(dc kans on kruis is gelijk asn p) nu voor de toenassing bete-
kent. Daartoe moctan wii ons bediencn van het vertalingsprine 1pe
C van ¢ 1.1. Dit kan nict zonder mocr worden toegepast, tenzi)

R

P zeer kKlein is, in welk geval dit nrincipe zegt, dat bij oen
mail werpen met het optreden var ¥ ogeen rekening gehouden behoo It
te worden (is » groot, d.w.z. bijna gelijk san 1, dan 1s de Kans
Op munt, ?[ . zeer klein, zodat C op analoge wijze kan worden
tocgepast). De vraag, bij welke wanrde van p men precles moetd
beginnen rekening te houden met het optreden van K valt nietd
algemecn te beantwoorden. Dit hangt van allerlei factoren af,
wa-rvan de belangrijkste wel is, welke gevolgen het optreden van
ce goen rekoning gehoudoen is. Ook een

zou bezitteon, indien danrn
subjcectief clemunt is zeker annwezig. Daar het principe C ons

g d 1 t SACETS ¢! b @ ZWAaRT hcecten.
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741lon wij het vertaddlprincipe € ook op (15) toepasscen, indicn

~n nict in 4 buurt van 0 of 1 ligt, dan zullen wij ecrst binnen
et model 2en mathematisch »mrocidd meaten uitvoeren, wa- rcdoor

(15) in ¢ n anderc formule van con dergelijke vorm wordt omgczed,

warin hoet roechtoerlid o0l con zeor kKleine waarschijrlijkheid 1s.
7ij zullen hicer dit »roeldd nict uitveoeren, danr dit in cen nnders
voordracht van deze cursus wordt behandeld, maar slechts het

resultaat (de theorctische wet der grote getallen) vermelden,

Tl T oo e AR - SIS LI oy N STy VTR - ARG, . 1/ RN

uitgedrukt in de torminologic van het door ons gekbzen models

. T
indion K _E
kns, dat £q(K), het quotint van het a~ntal worpen.dat kruis op<
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ig, =n de munt M mal geworpen wo rdt, nadcxt dc
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1. het totale ~Aantal worreon, mecry aan ooen willmkcurhg
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iticf sotnal £ viur » vorschilt, tet O, dindien wan @ onbe-

vy Sk AR S o I sl NS - RN MO NI ol - S - A m‘¢ ek ¢ TN o - - SRR

k;

Hicrop kX C word -n tocgernast; melfs kan men de grootte van de
kns, dic mon boreid is to verwaarlozen, van tevoren buvalen,
gvenals d« grootte van £ . Zijn doze twee bepnanld, dan lknn c¢on
ondergrens voor W berck nd word:n en nen kin dan zegoens "Worddt
de munt ¥ maal gewornen, don zal fa(K) ligrmen tussen n=& en n+é .
De kans, dat dit nict zo is, is 2o klein, dat wij c¢r gecn rckening
mee behoeven te houden'.

Tets minder accurant drukt men zich gewoonlijk als volgt uit:
- 6

Indien PiK/= p is, znl ond.r ccn groot aantal (I

WOYrDLN,, ANTSVE Y

-
" -

n maal het konmerk K ontrodon.

SR ST Wiabiome . o e R, e R N -

Wij wijzen erop, dat dit sccundoire vertalings»nrincipe uit G

is ofgeloeid met behulp van het kruis en wunt-model zoll, Dit 1s

£ - i « 2 ,. ) |
cen vean do belangrijkste toonnssingen van dat model.

2rograman.

AR B R

~1ij zullen in het volgenwla trachten no te gaan, hoc men con-
clusies kan trekken uit eon geosoveon asrnominesresultact, dont be-
gtnaAat ults

munt; 4dit Aaantnl geven wij asn met ng .
II. Het anntal ma'l, dat K is opgetreden in twee onafhankelijke
series van n resp. m wormen, met twee verschil'ende mantens; deze

anntallen geven wij aan met n, TresH. Me.

Hierbij zullen wij ons tot de bespreking van ecn drictal metho-

den en conclusiecs moeten benerien.
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L. D¢ verdoling: ven RBosnoulli,
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Indaem men n masl worpt woet on omant, waarbild bl ledere wWorp
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y -

1 3030yt nmemen, terwl]l ileder van

%
.
%
-
4
<
o
g
ki
i‘““k
-y |
-
- Foid?
bd
i
ot
&
3
S

" ~ R gy m P o e e - ] | | | s » - . !, » \ﬁr | . ~
dozo W i won bt T owes roehiinliitheid bezit. ten zegt in

eoen Adorgelijk goved, dot o x ocon wa rachiinlijkheidsverd: DG -
~ . , n— ot 14 M G . i ARG - o U
71t n nocwt X ocon gtochinatiscio variabelo. i geven ecen derge-

A L T

1 1n

. o Ve . .. I . o | - | , - . SO SN, S .
113xke vorirlLele asn 320y ern ondoratre nte latter, terwiil cen

PR TR nanp— RO R

AQOY X a4 NguNomen Joards x o zmondlr andlratre ning wordt ANNECTEeVEeN.

iy

De verdoling van x, bii n worrnoy, sordt ooy oon Aonr
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Sewiisse

Dit kan op vele wijzen bewezmon worden. Jij geven 2en bewid 18

deor volledire inducti:.
. 1_ - I _ -
Voor n = 1 guldt: Pix=0]=qénP[x = 1] = p, z0dat aan

(1€) voldann is.
Is voor n = k¥ ann (16) volda'n, dan is, indicn wii het a-nt~l
trekdingen aangeven door owon index bi1j het symbool Ps

P r'f“.m' - f O owm -1 1 {.W"@ -
| %...f.g “(}w P*P[{f”‘}{ ll*i/rﬁf:g“x]

meah

zols uit (11) en (13) volget. Dus is:

L Lxexde p () P g fri g (R prg X

.

ko AN X RELoX kR herex
:—:e{{:zc )T(*}}*f} } = (%) r" g,

D¢ verdeling van Bernoulli wordt ook de binomiale verdelin

Zenoaend.
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Ter i1llustratie geven wi] in fig. 1 oon voorbecld van een
dergellijks: verdeling voor n = 170 en n = 0,45 do waarden van
P {x = x} vindt men in tabel T.

TABFEL 1

Bernoulliverdeling voor n = 105 n = O,4.

S ooyl vt 5 1 -t M T P Wl it O P R L T X hem A - -~ ReE g e - s e - . ket s s 'ﬂ'w
2
4
" } ™ |
R : . P
A i ' ] g,
.
ﬁ N E o F) H ll“l
!vm‘ — Y A i - - i L ] i el 4 Fa ST - I R B IT R T T LI R MW M e el - EEPRL TR EL T LY g AW P T - TR T e R ————— [P PRI TR  JERE  R  N Y )

| %
0 g 0,201
1 0,040 | 6 | 0,111 g
2 1 % |
I |
? |

; 0,121 7 0,042
|
5 0,215 8 0,011
! i Cr . O, vo
.4 0,251 | 10 | 0,0001
'
. e e e e oo oot Ao e et e - e e e e P B S R 14 A b e 8 e

De togtsingsmethode.

Indicen wij nu, on zrond van de in 1.6.1 beschreven gegevens,
d¢ hypothcse willen toetsen, dat P{K}ﬁ p is, wasarin p een gegeven
warrde berit, gnan wij na, wat de vordeling van X zou zijn, in-
dien deze hypothesc juist is. Deze verdeling wordt gegeven door
(16). Vervolgens berekencn wij P[mpm n,} , wanrin n, de bij het
exneriment gcvonden waarde van X is ¢n zocken al die waarden~x

b ]

bijecn, waarvoor

(17) Plar=x] = PLx=ng]
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(18) T-.n Z_P[‘Em x ]

wanrblj over de genoemde

wanrden van X gesommeerd wordt. In
woorden ultgedrukt, is ¥y dc kans, dat, indien P[K]m p is, bij
een serie van n worpen een wairde van x

X gevonden zal worden, die
even onwaarschijnlijk of nog onwanrschijnlijker is dan de
den waarde n, (dat dit zo is volgt uit de optelregel in de vorm
(11)). Is deze kans kleiner dan of gelijk aan econ van tevoren
vastgesteld positief getnal « , dan ve:
P {K] = Pp; 18 y>« , dan wordt de hypothese niet verwormen. Hierbi}
dient te worden opgemerkt, dat "nict-verwerpen'" niet acquivalent

is met "a~nvaarden". Indien de waarde » niet verwornun kan

werpen wij de hynothese

z1jn er ook steeds naburige waarden van p, dic evenmin vex

worpen

kunnen worden. Men noemt <y wel de overschrijdingskans van het

gevonden resultanst met betrekking tot de te toetsen hypothese, en
& de onhetrouwbaarheidsdrempel (E
Indien b.v. in het geval van fig

g.: level of significance).
wr 1 voor n, de wanrde 8 ge-
vonden was, zou de overschrijdingskans, bij toetsing van de hypo-
these P[K]= 0,4, gelijk asn 0,019 2zijn; 4it is de som der waar-
schijnlijkheden P{x = x] met x = 03 8; 9 en 10.

@Gk@ nis van SLYALERIUE "thd@-.

De betekenis van decze methode is daarin gelegen, dat men een
bovengrens kent van de kans op het verwerpen van een juiste hypo-
these. Immers, stel dat de hypothese Jjuist is, dus dat P[K]m P 18,
dan 1is de kans, dat x bij n worpen een waarde aanneemt zo, dat

Yfx 1is, zelf £« . Danrtoc moet de door X aangenomen wasrde
nl. behoren tot ecn verzameling Z van waarden, die tezamen een
waarschijnlijkheid £« bezitten, terwijl tevens voor ledere X,
die tot Z behoort P [x = x]kleiner is dan voor iedere niet tot Z
behorende wanrde. Z wordt de kriticke z8ne genoemd (Eng.: critical
region).

De keuze van o hangt van verschillende factoren af. snerzijds

zal men de gevolgen overwegen van het verwerpen van de hypothese,
indien deze juist is, anderzijds moet men rekening houden met het
(hicr niet bewezen) feit, dat, naarmate « , (dus de kans op ten

onrechte verwerpen van de hypothese, terwijl deze juist is) af-
neemt, de kans op terecht verwerpen van de hypothese, indien deze

anld volgens 1.4 betekcnt dit, dat wij ongeveer 1 op de 20
resp. 1 op de 100 van de juiste hypothesen, die getoetst worden,
zullen verwerpen.
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>.4. Voorbecld.

In 1930 werden in Amsterdam 6848
boren ("De bevolking van Amsterdam", deel I: Loop der
tot 1931, Amsterdam 1933, p. 47). Met behulp van bovenstaande
methode kunncn wiji nu de hypothese toetsen, dat de kans op een
jongens~geboortc even groot 1s als die op een meisjes-geboorte,
d.w.z. de hypothese p = %. Met behulp van cen benaderingsmethode
voor grote aantallen vinden wij, det de ov.rschrijdingskansg van
deze uitkomst ongeveer 0,0002 is. De kans op het gevonden resul-
taat of op een nog onwasrschijnlijker is dus slechis engeveer
1/5000 Dit leidt tot verwerming van de getoetste hypothese ten
gunste van de hypothese dat de kans op een jongens-geboorte grotexr
is dan die on een meisjes-geboorte. Andere jarcn en platsen

jongens en 6574 meisjes
hevolking

bevestigen dit verschijnsel.

7, Schatting van P[K] door een betrouwbanrheidsinterval.

AT A A i

3,1. Schatting door één waarde.

Op grond van de gevonden waarde n, van X, bij n worpen Kan men
iy [K] schatten op "o/n . Deze schatting bezit bepnilde optimalc
eigenschappen, waaruit men kan besluiten, dat het ecn zcor
bruikbare en zelfs wel de beste schatting is, die men, door hed
aangeven van &én enkelec wanrde, kan verkrijgen. Het 1s echter
duidelijk, dat ™Ma/n in het algemecn niet de juiste wa.rde van
P {Kl zal ziin; dit blijkt reeds uit de nocmer n, die bepanld
wordt op grond van feiten, die niets met P (K] +e maken hebben.
Bovendien, zelfs indien P (K] rationaal was en de noemer n bezat,
is er nog slechts een vrij gering kans (die bij toenemende n
afneemt) dat ™Meo/n precies dec juiste wonrde zal bezitien.

3¢2« Definitie van ecn bastrouwbanrhcidsinterval.

Deze nadelen kan men ontgaan door niet slechts dén waarde a21s
schatting tc geven, maar ceen interval J van waarden aan te geven,
waar P[K] naar schatting in ligt. Dit interval J =zal uiteraard
afhankelijk zijn van het gevonden resultaat, dus van de gevonden
wanrde van x.J is derhalve een stochastisch interval (d.w.z. de
uiteinden ervan zijn stochastIsche variabelen); wij geven het
daarom aan door g of J (35) . Het wordt nu zo bepanld (vgl. 3e3)
dat




(19) P[ PLK] € J('J_g)] 2 ol 2y

is, waarin « een van tevoren gekozen positief getal is. Dok nu
heet o de onbetrouwbaarheidsdrempel (in de Engelse literatuur
wordt 1~ de "confidence level" genoemd). Het is van groot be-
lang nadrukkeiijk op te merken, dat in (19) niet P(K], maar

’J (x) stochastisch is. PIK | is een onbekende, maar constante,
waarschijnlijkheid.

Is nu bij een bepaald experiment de waarde n, gevonden, dan
betekent (19), vertaald met behulp van het in 1.4 beschreven
Turtal ingsorineipe, dat de uitspraak "P[K] ligt in J(n )", op
deze wijze verkregen, ongavecr in ecn fractie o« van de geval-
len, waarin men de methode toepast, fout zal zijn. Bvenals bi]
het toectsen van hypothesen necmt men « gewoonlijk 0,05 of 0,01,
terwijl ook de overwegingen ter bevaling van « van soortgelijke
aard zijn: enerzijds zijn de gevolgen van een foute conclusie

van belang, anderzijds moet men overwegen, dat het betrouwbaar—
heidsinterval langer wordt, naarmate men « kKleiner neemdb.

3.3+ Bepaling van het betrouwbaarhcidsinterval.

Bij een gevonden waarde n, van X in ecn serie van n worpen,
nemen wij als betrouwbaarheidsinterval J<{n,) de verzameling
van die warrden p die, bij toetsing van de hypothese P fK] = D
met onbetrouwbanrheidsdrempel &« , niet voor verwerping 1in aan-

merking zouden komen. Het stochastische interval J wordt ver-

kregen door in deze definitie x voor n, te substitueren. Aange-
zien de toetsingsmethode de eigenschap bezit, dat de kans, dat
de Julste waasrde p voor verwerping aan aanmerking komt, £

is, 1s de kans, dat deze Julste waarde niet rerworpen wordt,
dus in J ligt, 2 1- K.

Het principe der bepaling van ;Z 1s hiermee gegeven. De
verdere uitwerking heceft enige haken en ogen en ook de numerice—
ke uvitwerking ervan is niet zo eenvoudig, dat wij deze in korte
tijd in details uiteen kunnen zetten. Wij laten het dearom bi]
bovenstaande methodologische beschouwinge=, die het algemene
verband tussen de toetsingstheoxrie en de theorie der betrouw—

baarheidsintervallan sangeven.

1) .PJ:K]EJ (x) betekent: P[Kj ligt in het in'bervall J (x) .



- 12 -

De vergelliking van twee wanrschi nmliikheden.

4.1, Hct probleemn.

AU S T M

Het problcem, wanarvan in deze narasraaf 20n onlossing beshro-~

ken zal worden, s, uit de rosultntoen van twoe onafhankelijke

serics worpen met twes munten A en B na to gaan, of de hy»othesc

dat b1j beide de kans op kruis gelijk is, verwormen kan worden.
bij welke van de twee munten deze kans het grootst is.
D11t probleem kan zich bijvoorbecld veordcen bij het bepalen

van ¢:n Keuze tusscn twee geneosmethoden of taec nrogucticmetho=—
dena

Indien bij een seric van n wormen met munt A het a~ntal ma~l ’
dat K verkregen is, gelijk is a-n n, en da overeenkomstige ~nntal-
len bij B gelijk 2zijn aan m ¢n m,, kunnen wij dese
samenvatten in de vorm van tabel IT1d

ZeZUVENS

totanl
A N
Ly T R A—— e N P ST~ AR OO - I 2, T TR RO i
R m
D e it atiingtion st s et o e B
1o 1 ﬂﬂl 5 N

waarin n, + my = r, n+m = N ¢cn r+s = N is.

4.2. D¢ toetsingsmethodce.

Beschouwen wij de aantallen n en m als gugeven constanten dan
is de algemenc vorm van deze tabol in tabel I1IT1 weergegevens

TABEL 11T

waarin x, y, r en s stochastisch zijn en de betrelkkingen X+y=I
N r+s = N =

=

+n gelden. Goven wij de kens op K bij munt A en B
rcsp. aan met p, en p, , dan M et de hypothese p, = py getoetst

wordens.
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Bij dc toetsing van doze.hypothese wordt nu ondersteld, dat
r de (in het expoeriment gevonden) wasrde r (en derhalve s de
waarde s) aanncemt. Hen dergelijke tocts wordt cen voorwanrds-—

lijkc toets genoemd. Onder nlle mogelijke uitkomsten voor de

stochastische variabelen in tabel IIT worden alleen die uitkom=—
r is. Dit 1ijkt
misschicn een cnigszins merkwardige procedure; in het volgende
#al echter blijken, waartoe deze martregel dient. Verdeor merken

I

sten in d¢ beéeschouwingen batrokken, waarbi] r

gt

wij (zonder bowijs) on, dnt de opgelegde voorwaarde geen wezcn~-
lijke beperking betckent: ecn voeorwaardclijke toets als de hier
besprokene kan stecds tot cen onvoorwasrdelijke worden herleia,
zondcy dat de toetsingsmethode in cen gegeven geval (d.w.z. bij
gegeven ny, M en r ) enige wijziging ondergart.

Wij leiden nu, onder de hypothesc, dat p, = p, 1s, de voor-
waardelijke warrschijnlijkheidsverdeling van X, onder dc voor-
waarde r = r, af. Bij gegeven r en gegeven wanrde X van X 1is de

waarde y, die y asnneemt, bepaald door y = r-X.

Volgens (16) geldt dan, als we p, = p. = p én q = 1l-p stellens

Plx=x1= (%) p¥qg™™*

©
»

Ply=y1=(§) piqgm?
dus volgens (13)3

Pla=x ay=y]= (3)(?‘) prTd g mn T

L]

Wegens de relatie x + ¥y = r kunnen wij voor het linkerlid

P

van deze vergelijking ook schrijven:

Plx=xaz=1]

waarin r = x + y is.

Verder is

PlLz-t]=(¢) proh?

Volgens de vermenigvuldigingsregel (8) winden wij tenslotte

voor de voorwanrdelijke verdeling van X:

B Lamxo Plemxerd  (R)(F)  p7Hg™7H0

ot

1= 1 ’PEZ’“Z] (Q[ ~ Mm"”f‘;"“fﬂciﬁ




aus |
(20) P [xex] o b3l
Z—“’-‘-Z ' "m-i-'n)

Deze verdeling wordt een hypergeometrische verdeling genocmd.
De onbceke nae paramater p is hieruit gedliminecrd met bechulp van

de relatie x + y = r. Dit is de reden voor het stellen van de
voorwasrde r = r.

_Overigens verlcopt nu de toetsingsmethode geheel als in 2.2.
Wij volstaan daarom met het gevan van (aan de practijk ontleend)
voorbeeld. In de Engelse literatuur wordt tabel IIT een
"2 X 2 table" genoemd, terwijl de onderscheiding naar 2 pAren
xenmerken (K en M resp. A en B) ook asngeduid wordt met de ult-

drukking "doublo dichotomy".
4.%. Veorbeecld.

Ter vergelijking van de merites van twee gencesmiddelen voor
een zickte werden 11 patiéniten met het eerste en 16 me+t het
$weede behandeld. Vervolgens werd nagegaan, of de kwaal door het
genecsmiddel aammerkeliik werd verlicht. Het ve rkregen resultant

is in <¢abel IV samengcvats

TABEL 1V.
succes gcaerl succe s totaal
therapie I 6 5 11
therapie IT 14 ‘ 2 ‘ 16
totaal 20 ! 2f

W1j hebben dus: n, = 6, n= 11, m= 16, r = 20. Volgens (20)
1s dus

P Cx=m.] = (161) (;2) ’

= f
E:.:-Z(’) 2}“ 4062"71
15 )

De waarden, die x, d.i. het aantal met succes met therapiec T
bchandelde patidnten kan aanneme en, 2zijn: x = 43 55...7 11.

Hleruit zoeken wij, met behulp van (20), die waarden,
de waqrschlgnllgkhwld 10,0624 is.

wanarvoor



Dit zijns

0,00873
0,0624
11 0,0130

o U

0,084

Veor dc ovorige waarden wvan x is do wanrschijnlijkhedd > 0,07,
. 43 l i jk a9l O ¥ 0

'hau'

De overschrijdingsksns 1s in dit g.ovol Adus

hetgeven te groot is, om t¢ concludercn, dnt de getoutste

se onjuist is. Hot exoeriment heoft dus nict nangetoond, dnt cr

een verschil in werking is tussen de twee therapieidn; mede 1n
verband met het betrekkelijk geringe asntal behandelde paticen-
ten, kan men echter wel zeggen, dat er eon asnwijzing is in dco
richting, dnt therinice IT beter werkt dan theranie 1 en dnt

een voortzetting van het onderzoek door de uitkomst goercchivaar-
digd wordt. Indien e¢r nl. c¢cen kloein verschil tussen de twee

theraviedn is, znl men dit met weinig vroefnemingen nict, maar

mect ecn groot nantnl wel kunnen asntonen.

Een duideliike scheiding tussen het medische e¢n het stotlis-
tische deel van cen dergelijk onderzock is van groot belangs Do
medicus beslist over de ann~ of afwezigheld van succes van cell
therapie bhij iedere patiént en stelt de gegevens pas in handen
van de¢ statisticus, als zij in dc vorm van tabel IV kunnen wor-
den gebracht. De statistische conclusie wordt gogeven in de vorm

van een overschrijdingskans met de daarbij behorende be schouwin-

onderzochte grocp patiinten tot een groterc group is 1n het al-

gemeen 00k een kwestie van medische anrd. Allcen nals de grooeh,
wanrvoor mon de conclusie wil laten gelden van tevoren 1s nnnge-
geven en de tc onderzouken patiiénton danrult Oop ecn bepnnldae

vijze zijn uitgezocht, valt de gencralisatie von de conclusie
tot deze groep onder de competentic van de statistilcus.

Bij cen onderzoek met groters a'ntnllen wordt de boven beschre-
ven methode te omslachtig. Men Xan dan echter gebrulk maken van
benaderin zijn en a@cn rulm voldounde
nauwkeuri

gsmethoden, die genvoudlg
gheid bezitten.
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